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~ber algebraisch rektifizierbare Raumkurven. 
Yon 
E. SXL~OWSK~ in Charlottenburg. 
Die Theorie der algebraisch rektifizierbaren Raumkurven is~ dutch 
die Untersuchungen yon Herrn Stiickel, die in zwei in diesen Annalen*) 
ver~iffentlichten Abhandlungen zusammengefal3~ sind, wesenflich geF6rder~ 
worden. Wi~hrend in der Ebene die algebraisch rektifizierbaren Kurven, 
d. l~. diejenigen algebrsischen Kurven, deren Bogenl~inge algebraisch mit 
den Koordinaten zusammenhiingt, durch die Evoluten aller algebraischen 
Kurven gegeben sind, ist sine Raumkurve nut dann algebraisch rek4i- 
fizierbar, wenn sie die Evolute einer St&kelschen Kurve ist. Dabei 
soU unter S~ckelschen Kurven diejenige Klasse algebraischer Raum- 
kurven verstanden werden, bei denen der Sinus des Torsionswinkels 
, /  W ~ vd$ 
algebraisch mit den Koordinaten zusammenh~ingt. Der Name rechtfertigt 
sich durch die Bedeutung, die jener Kurvsnklasse in den Untersuchungen 
yon Herrn Stiickel zukommt. 
Diesen Un~ersuchungen verdanken wit neben der Kenntnis einer 
Reihe ausgezeichneter Eigenschaften such eine explizite Darshfllung der 
algebraisch rektifizierbaren Raumlmrven. Aber so sinnreich such der 
Gedankengang is~, dsr zum Ziele fiihr~e, und so fruchtbar er sich fiir 
manche andere Frages~llung erwsis~, so scheinen doch fttr da~ vorliegende 
Problem dis gefundenen Schlutiformeln ich~ die niitige Einfachheit zu 
besi~zen, um wei~sren Untersuchungen als Grundlage zu dienen. 
Die Absichb der vorliegenden Arbeit ist nun in erster Linie, auf 
einem neuen direkten Wege zu einer analytischen Darstellung der alge- 
braisch rektifizierbaren Raumkurven zu gelangen und an sie einige 
*) P. Sti~ckel, ~ber algebraisch rektitlzierbare Ra~lmrven. Math. Ann. 6~, 
171--18~. 189~. 
P. Stl~ekel, t~ber algebraieche Raumkurven. Math. Ann. 45, 341--370. 1894. 
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wei~ere Frages~ellungen a zuknfipfen. Dann aber kam es mix darauf an 
zu zeigen, wie die oben erwghnte St~ickelsche Untersuchungsmethode nur. 
einer leicMen Modifikation bedarf, um in Verbindung mit einem yon mir 
an anderer Stelle*) mitgeteilten Formelsystem eine ganze Gruppe yon 
Problemen zu erledigen. Insbesondere handelb es sich dabei um die 
explizite Darstellung vielfach untersuchter Kurvenklassen, deren Gleichungen 
bisher nur mi~ Quadraturen behaftet, also wenig brauchbar gegeben wurden. 
Ich nenne in dieser Hinsicht das in die Lehrbticher**) fibergegangene 
Problem der Kurven mit gegebener Indikatrix der Tangenten, bezw. Bi- 
normalen, die geodgtischen Linien auf Kegelflgchen und auf denjenigen 
abwickelbaren Fl~ichen, deren Gratlinie eine Kegelgeod~itische is~. 
I. Eigenschaften und Gleichungen der algebraisch rektifizierbaren 
Kurven. 
Wenn eine algebraische Raumkurve die na~iirlichen Gleichungen 
, ,  . -  f(s), = 
besi~zt, und es sind fund  9o algebraische Funktionen ihres Arguments, 
so isl die Kurve algebraisch rektifizierbar. Denn die Kriimmung einer 
algebraischen Kurve hgngt immer algebraisch mit den Koordinaten zu- 
sammen, ebenso die Torsion; aus einer der nattirlichen Gleichungen ergibt 
sieh dann sofor~, dal3 auch s algebraisch mit den Koordinaten zusammen- 
hiing~. Dieselbe Uberlegung ilt, wenn es sich um eine Kurve der Schar 
handdt: 
f(u, 4, s) -- 0 
Alle algebraischen Kurven einer Kurvenklasse, die dutch 
eine algebraische natiirliche Gleichung 
f(x, ,,s)=O 
charakterisiert ist, sind algebraisch rektifizierbar. 
Eino Ausnahme bilden die Kurvenklassen, die durch eine (~leichung zwischen 
Krtimmung und Torsion allein definier~ sind 
F(~, ~)=0.  
Es ist offenbar, daft fide algebraische Kurve zu einer derar~igen Klasse 
geh~rt, deren Gleichung man erhglt, wenn man aus den Formeln fiir 
una ~ den Parameter eliminiert. 
*) E. Salkowski ,  Schmubenlinien mad Loxo~omen. Sitzungsber. de~ Berliner 
Math. Ges. 7, 83--87. 
**) Vgl. z. B. G. Scheffers,  Theorie der Kurven. S. 240--251. 
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Umgekeln~ ist leicht einzusehen, da$ die algebraisch rektifizierbaren 
Kurven die einzigen sind, deren natiirliehe Gleiehungen ebenfalls algebraiseh 
sin& Hieraus ergibt sich insbesondere sofort der St~ckelsche Satz, dab 
jede algebraisehe geod~tische Linie auf einer Kegelfli~che algebraiseh 
rektifizierbar ist. 
Die analyt~sche Darstellung aller algebraiseh rektifizierbaren Raum- 
kurven erh~il~ man am einfachs~en dureh AuflSsung der Mongeschen 
Gleiehung, die zwisehen den Koordinaten und der Bogenliinge iner Raum- 
kurve besteht: 
ds ~ ---- dx ~ -b dY ~ A- dz ~. 
Se~zt man niim!ich 
dx- - idy  ds~dz  
ds Jr" dz ~ dx  + idy  ~ U' 
f 
x+iy= v, 
I 
S -}- 9 ~-----W~ 
so erhiilt man die L~sungsformeln: 
z= r  (uw'-w), 
i y  = v ' -  (uw' -w) ,  
(A) ~ = w'-- (~r  v), 
s =w'+ (uv ' -  v), 
Gleichungen, in denen v und w willkiirliche Funk~ionen yon u bedeuten. 
Auf diese Form 1KBt sich die Darstellung eiaer beliebigen Raum- 
kurve bringen, und es driieken sich u, v, w dann folgendermaSen durch 
ihre Koordinaten und die Bogenli~nge aus: 
dx- - idy  
U ~ ds-4- dr ' 
1 
= ~ ,, (x + i y)  ,, - (s - ,)}, 
1 w--~ {(s+ ~)~-  (~-~y)}. 
Hieraus ergib~ sich, dug man alle algebraisch rektifizierbaren Raumkurvea 
erhiil~, wenn man in dem Gleichungssystem (A) fitr v and w beliebige 
algebraisehe Funk$ionen yon u einsetzt. Die Formeln (A) sintl kttrzlich 
yon Herrn de ~ontcheui l * )  unter Heranziehung yon fliichea~heoretischen 
Hilfsmitteln hergeleite~ worden; wegea ihrer Bedeutung fttr die Theorie 
der Kurven schien aber die einfache direkte hbleitung nicht ttberflttssig. 
Der ilmen anhaftende Mangel, da$ reelle Kurvenpunk~ nicht reellen 
*) De lgontchea i l ,  R~solution de l'dquation ds j '~  dx ' - f -dy J+ dz  2. Bulletin 
de la Sor ~ath. de France g8, 170--171. 1905. 
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Wer~en des Parameters entsprechen, 1Rl3t sich nur heben, wenn man 
auoh :Eliminationen zuliil~t. Da diese aber in strengem Sinne nicht als 
ausffihrbare Operationen angesehen werden dfirfen, auch die Formeln 
ihre natiirliche Symmetrie verlieren, sei auf eine solche Transformation 
verzicht~t. Die yon Serret*) angegebenen L~sungsformeln weisen den 
genannten ~belstand nicht auf; sie scheinen indessen wegen ihres kom- 
plizier~en Baues nicht weiter nutzbar zu sein. 
Die in den Formeln (A) hervortretende Analogie mit gewissen 
Fundamentalformeln der Liniengeometrie st nicht zufRllig. Bezeichnen 
~1," " ", ~6 die K1 ei n schen Linienkoordinaten in einem Raum, dessen Punk~- 
koordinaten u,  v,  w sind, so besteht ftir jede Kurve dieses Raumes 
~,=~(~), v=~(~), w=w(~) 
alas Gleichungssyst;em 
6 
(1) ~ ~' = O, 
1 
6 
(2) .~  a~i~ = O, 
1. 
w~hrend 
~ = v' + (uw' -wu ' ) ,  
ie i~ = v' - (uw ' -wu ' ) ,  
qi8 = w' + (vu" - uv'), 
(a) ~ =w' -  (vu" - ur  
~5 = u" + (wv ' -vw ' ) ,  
iq~6 = u ' -  (wv ' -vw ' )  
zu setzen ist. Diese Gleichungen, in denen p ein willkfirlicher Faktor 
ist, Risen also das Problem der Minimalkurven auf der Flgche (1) des 
sechsdimensionalen Raumes. Man erhiilt nun alle Minimalkurven des 
yierdimensionalen Raumes, wenn man in den C~leichungen (2) 
d~5 ~ + d~6~= O, 
also etwa 
setzt. Hieraus ergibt sich 
d~5 + ida6 = 0 
2@" 
und damit fiir die Darstellung der Minimalkurven eines vierdimensionalen 
Raumes das Oleichungssystem 
*) J. A. Serre~, Sur l'in~dgration de l'4quatlon ds  ~ -~ dx  ~ -~- dy  2 -~- dz  ~. Journ. 
de Math~ma~iques (1) 13, 353--360. 
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in denen ~, . . . ,  ~s die Kleinschen Linienkoordinabn einer Raumkurve 
bedeubn. Die Formeln gehen in die friiher hergeleibten fiber, wenn 
man u Ms unabhingige Variable wihlt. 
II. Ein System yon Grundformeln der Kurventheorie. 
Die elegante Form der Gleichungen (A) erweist sich fiir manche 
Fragen der Kurven~heorie als nii~zlich. Es seien daher die :~usdrficke 
fib" die Fundamentalgr6~en ei er Raumkurve, die aus ihnen folgen, zur 
bequemeren Anwendung zusammengestellt. Man setze 
~,~- --- ~. 
Bogenelement: 
~s --  w" ( .~  + i). 
Bichtungskosinus der Tangente: 
a -- q~ A-u ib ~ - -u  c ug-l- I' u~-l' 
Bichtungskosinus der Binormale: 
, i ,~' (i - -  u s) - -  (i - -  ~) 
a = 2 (i + u~)V~ 
i ~( i+u s )+( l+9 s) 
(1 + **9) 1/~ 
cf _q_i  ~'u--q~ . 
(i + ~) ~/~ 
~Richtungskosinus der JHauptnormale: 
,, s - ~) ~" + ( i  - -  ~-) 
r  + ~)  
ib" = (i -~- q~) 9" -- (I Jr ~s), 
V~(1 + ~)  
d '=- -  u~'+~ . Y~(1 + ~)  
Kriimmung : 
Tors~ : 
2 V~ 
w"(z + .,~)' 
u 1 0 
9 i~ "'8 ~,  " 
- - i  q~ 2q/ 
9 ~ ' (u~' - -  ~)'-- ~" (1 + ~)  
v ~ ~ 9~'(~ ~- u~) Jw "" 
1 ~ 
id-u~ 
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Aus diesen Gleichungen folgt fiir das Yerh~ltnis yon Torsion und Krtimmung 
tier Ausdruck 
der in der Form 
7 ' 
d ~ 
__Z~ =_  i {~,u} (u~+l) 
d.  ' 
gesehrieben werden kann, wobei unter {% u} 
vier~e zu .verstehen ist. 
Aus diesen Gleichungen lassen sich eine grol3e Anzahl yon Tatsaehen 
unmittelbar ablesen oder dutch leichte Rechnung ewinnen. 
1 Die Minimalkurven erh~lt man ~r  ~-~ u '  so ist also 
" ~V't W ~ 
zu setzen, woraus sich die bekanute DarsteUung der Kurven ergibt, wenn 
v- -  f ' ( . )  
angenommen wird. 
Die Kurven der Kr~mmung _Null ergeben sich fiir ~-~ const. Die 
Durchffihrung der Rechnung zeigt, dab sie die Kurven in den Minimal- 
ebenen sind, die erst kfirzlich Herr Study*) als Kurven mit verschwin- 
dender Kriimmung erkannt hat, nachdem sie yon Lie in seiner Klassi- 
fikation der Raumkurven fibersehen worden sin& 
Die Kurven, ftir die das Verh~iltnis yon Torsion und Krfimmung 
konstant ist, sind durch die Gleichung 
charak~erisiert, d. h. r ist eine lineaxe gebrochene Funktion yon u. Nach 
einfacher Rechnung, die v und w bestimmt, erh~lt man die allgemeinen 
Sehraubenlinien. 
die Schwarzsche Deri- 
III. Die geodiitischen Linien auf Rotationsfl~chen und die Kurve~ 
des linearen ]Komplexes. 
Die geod~itischen Liaien der Rotationsfl~chen k6nnen als diejenigell 
l~umkurven deibaiert werden, deren Hauptnormalen einem spezielle~ 
]inearen Komplex angehSren. Sie sind daher die Integralkurven der 
Gleichung 
b"x -- a"y -~ 0, 
aus der sich durch Integration ihre Mongesche Gleichung 
*) E. Study, Kritiache Betrachtungen ~iber Lies Invariantentheorie ti r endliohea 
kontinuierlichen Gruppen. Jehresber. der Deu~sch. Math.-Ver. 17, 125--142 (1908). 
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bx -- ay =- k 
ergibt, eine Gleichung, die den :Inhalt des Clairaubchen Satzes ausmacht. 
Sie sind die Kurven eines besonderen quadratisehen Komplexes, den 
Herr Segre *) genauer erforseht hat. 
Unser Gleichungssysbm (A) ordnet nun diese Kurven den Kurven 
eines linearen Komplexes zu. Sind n~mlich v und w so bestimmt, dab 
dureh die Gleichungen (A) eine Kurve eines linearen Komplexes mit 
ver~ikaler Achse dargestellt wird, so besteht die Gleiehung 
Setzt man nun 
so wird 
und 
xdy- -  ydx  = kd~.  
x l=~x~ Y i~Y,  Z l=~is ,  
Sl = i~l 
xl dyl -- Yl dxl  = ki  dsl, 
(x ly l z l )  sind also die Koordinaten einer geodiitisehen Linie auf einer 
Rotationsfl~che. Insbesondere geht jede algebraiseh rektifizierbare Kurve 
sines linearen Komplexes wieder in eine algebraisch rektifizierbare Geod~- 
tische fiber. Beispiele daffir lassen sich leieht angeben. 
IV. Beziehung zwischen den Koordinaten und dem Kriimmungs- 
bezw. Torsionswinkel einer Raumkurve. 
Sehon Herr St~ckel hat bemerkt, dab man die Raumkurven in der 
Weise analytisch darstellen kann, dab zwischen den Koordinaten ihrer 
Ptmkte und dem Torsionswinkel 
w" -~ j ' v  ds 
yon Quadraturen freie Relationen bestehen. Dasselbe gilt nun aueh fiir 
den Kriimmungswinkel 
w -f ds. 
Beide Ergebnisse lassen sich an die Theorie der M'mimalkurven lcntipfen 
und an die bekannte Tatsache, da$ diese auf versebiedene Weiss explizit 
dargesbllt werden klinnen, etwa dutch die Formeln 
=- Vcosv - W' sinv, 
(I) ~ = V' sin v + V"cosv, 
v"). 
*) C..Segre, Sur los droites 'qui ont, des moments donn6s par rapport ~ des 
droites fixes. J. f. Math. 97, 95--110. 
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Se~zt man niimlich 
so bes~eh~ die Gleichung 
Interpre~ier~ man nun 
a - -~  b ---~ c 
als die Richtungskosinus der Tangente einer Raumkurve, so wird tier 
Kriimmungswinkel w, der aus 
dw ~ = da~ ~- db ~ ~- dc ~ 
zu berechnen ist, in der Form 
w = i log 0 
erhalten, 
Wenn man dagegen 
b'= c'=:-- 
sis Richtungskosinus der Binormalen einer Raumkurve auffaBt, so erhi~lt 
man den Torsionswinkel 
w '= i log 
in expliziter Form. 
Einer jeden Minimalkurve (~ ~ ~ 0) entslarich t also einerseits eine 
Schar yon Raumkurven mit gegebener Indikatrix der Tangenten, so dab 
der Krtimmungswinkel sich ohne Quadratur dars~ellt, auf der anderen 
Sei~e eine Schar yon Raumkurven mit gegebener Indikatrix der Bin0.r: 
malen nebs~ Darstellung des Torsionswinkels. 
Da nun im niichsten Abschnitt alle Raumkurven mit gegebener 
Tangenten- bezw. Binormalenindikatrix gefunden werden, so is~ nach- 
gewiesen, dab sich jede Raumkurve so darstellen liiB~, dab ihre Koordi- 
naten und der Krtimmungswinkel, bezw. ihre Koordinaten und der Torsions- 
winkel dutch endliche Gleichungen verlrniipft sin& 
DaB die zm" rechnerischen Durchftihrung des angegebenen Gedanken- 
ganges efforderlichen Operationen ihre Ubersichtlichkeit nicht verlieren, 
zeigen die yon mira. a. 0.*) under der unn6tig einschri~nkenden Bedingung 
= const., bezw. ~ = cons~, aufgestell~en Formelsysteme, denen die Glei- 
chungen (I) zugrunde geleg~ sind. 
Auch zwischen dem Winkd do" ganzen Kri~mmung w" und den Rich- 
t~ngskosinus der Hauptnormalen a", b', c" bestehen endliche Gleichangen 
*) E. Salkowski ,  Schraubenlinien und Loxodromen. Sitzungsber. de~: Berl. 
Math. Ges. 7, 88--87. 
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derselben Art, doch erfordert die Bestimmung der zugehiirigen Tangenten- 
richtungsgriiBen und damit die der Koordinaten oeh eine Quadratur, so 
dab die SchluBbemerlrung der genannten Arbeit in diesem Sinne abzu- 
iindern ist. 
V. Explizite Darstellung bemerkenswerter Klassen yon Itaumkurven. 
1. Kurven mit vorgegebener Indikatr ix der Tangenten. Wenn die 
sph~rische Indikatrix der Tangenten einer Raumkurve gegeben ist, so 
kennt man die Riehtungskosinus a, b, c ihrer Tangenten als Funktionen 
eines Parameters t. Dutch die Gleichung 
d w ~ =- da ~ d- db ~ -~ dc ~ 
isl der Kontingenzwinkel dw zu finden, sodann ergeben sich dutch ein- 
fache ausftlhrbare Operationen die Richtungskosinus a', b', d der Binor- 
I !  male und a", b ,c"  der Hauptnormale. 
Setzt man nun noch das Gesetz, nach welehem sich der Abs~and er 
Schmiegungsebeae vom Anfangspunkt der Koordinaten iindert, willktirlieh 
lest, setzt also 
a" x d- b'y + c'z ---- q~(t), 
so ist die Darstellung der Raumkurve dutch wiederholte Differentiationen 
und Aufl(isung eines Systems linearer Gleichungen gewonnen. Es wird 
n~imlieh 
a"x  d- b"y  d- c" z = d~ 
dw "~ 
~w" d (~,~ 
ax  +by + cz = - -  ~ dw dw \dw / " 
Es gilt also der Satz: 
Alle Kurven, die dieselbe Indikatrix der Tangenten besitzen 
a - -  a ( t ) ,  b = b( t ) ,  c = c ( t ) ,  
werden ex~lizit durch die ~'ormeln 
( x = -- r -du  + -~-u a-4- c? a' --l- -d-wTa , 
(B) y ---- - -  { q~ -d~ -4- h- ~ } b + ~b' d- ~-wT b , 
{ , .  z=- -  ~-~-~ +~--~ c+~p +~-~-c ,  
dargestel~t, in denen q~ eine beliebige Funktion des l~arameters bedeutet. 
Dieses auch fiir andere Zwecke ~uSerst niitzliche Schtugverfahren is~ 
einem yon Herrn St~ickel*) eingeschlagenen Gedankengange naehgebildet. 
Sucht man alle ~aumkurven  mit gegebener Ind~Tsatrix tier Binormalen, 
*) Math. Ann. Bd. 45 a. a. 0. 
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It It Wl 
so finde~ man dutch ausfiihrbare Rechnungen a, b, c; a ,b  , c ; dw, dw" 
and kann dann dieselben Formeln anwenden. 
Bei der Bestimmung aller t~aumkurven, die dasselbe sph~irische Bild 
b" = b"(t) 4" ~ c"(t) besitzen, fiihr~ das der Hauptnorma~en a" -~ a" (t ) , 
Veffahren nicht zur Umgehung jeglicher Quadratur, da bier die Richtungs- 
nicht eindeuiig bestimmbar sind, kosinus der Tangente und Binormale 
sondern eine Integration erfordern. 
Es ist niimlich 
adw + a'dw' 
und, wenn 
gesetzt wird: 
---- ~ da ' "  
dw dw" cos 0 ~ sin 0 = 
V~. '  + dw "~ ' ydw'  + ~w" 
dw "'n dw ~-{- dw "~ aa , 
d a" a cos 8 + a' sin 0 ---- 
dw'" ~ 
a p ~ pt  
(-- a sin 0 -t- a" cos 8) dO ~- - -  d dw" a" dw , 
da"" ~f. 
dO~= ~(d-d~r)  dw "~. 
Hieraus ergibt sich 0 dutch eine Quadratur, sodann 
{ d (da") ,,dw"} da" 
a ~- ~-g ~ -{- a -d-0- sin 6 dw'" cos O, 
da"" ~, dw'" da" 
a' ==-- { ~ (d--~-) + --~-} cos 0 dw.,SinO 
nebst den analogen Ausdrficken ffir b, b', c, c'. Jetzt lassen sich die vorher 
gefundenen Formeln anwenden. 
2. Geod~tische Linien auf Kegelfliichen. 0bwohl diese Linien wieder- 
holt un~rsucht worden sind, scheinl eine yon Quadrat'm-en freie Dar- 
st~llung ihrer kar~esisehen Koordinaten erst ganz neuerdings*) gegeben zu 
sein. Sie sind dadurch charakterisiert, da$ ihre rektifizierenden Ebenen 
sich in einem Punkte, der Kegelspitze, schneiden. W~ihlt man diese zum 
Nullpunkt, so ist demnach: 
a"x + b"y + c"z ----- O. 
Multiplizier~ man mit dw' und integriert, so ergibt sich 
a'x + b'y + c'z -~ -- p, 
4..h" die Schmiegungsebenen haben yore Kafangspunkt einen konstanten 
*) Schauff, Diss., Miinster 1906. Die dor~ yon fl~chentheoretischen Pri zipien 
ausgehende Ableitung unterscheidet sich indessen wesentlich yon den hier veffolgten 
Gedankengl~ngen. 
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Abs~and. 
ferentiation: 
so  dab 
A_ndererseits ergibt sieh aus der ersten Gleiehung dureh Dif- 
d w' 
ax  -[- by -t- cz = -.~ p dw ' 
dw' 
dw" 
Y~P bdw 
dw" 
z~.p  C dw 
die gesuchte explizite Darstellung ist. 
a') ,  
b') , 
~') 
Diese l~iB~ sofort eine zwei~e 
eharakteristische Eigenschaft der Kurven hervortreten, wenn man aus ihr 
alas Bogenelement der Kurve bestimmt: 
~[dw' \  ds = P%-x~)' 
d. h. die Bogenl~nge ist eine ganze lineare Funk~ion des Verhiil~nisses 
yon Torsion und Kriimmung. Man kann iibrigens auch diese lii, ngst be- 
kannte Eigenschaft als Ausgangspunk~ wiihlen, um dieselben Endglei- 
chungea zu erhalten. Fiir jede Raumkurve wird n~mlich 
x---fads, y=f  bds, z--reds, 
also 
x --- as - - f  s ra"ds .  
Da nun nach Voraussetzung bei "passender Wahl des Anfangspunk~es der 
Bogenl~nge 
8 
u p 
ist, so wird 
~8 ~ r~ 
woraus sich sofort die vorhin gefundenen Ausdriicke fttr x~ y~ ~ ergeben. 
Von spezieUem Interesse schein~ ein anderes Forme[sys~em, das eine 
neue charakteris~ische Eigenschaft unserer Kurven enthitllt. 
In einer ~Ebene sei eine Gerade, auf Polarkoordinaten bezogen~ durch 
die Oleichung 
r cos  (r - -  ~0)  " 
gegeben. Ihre Liinge sei yon dem dem Nullpunk~ am n/iehsben gelegenen 
Punkte gerechnet, so dab 
s = p ~g (~ - ~o) 
wird. Biegr man nun die Ebene in einen KegeI, dessen Spi~ze der l~ull- 
punkt ist, so geht die Oerade in eine Qeod~tische fiber, und es wird 
r ~ ~ x ~ + y2 + ~. 
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Die Mantelliaien des Kegels haben die Riohtungskosinus x y z und 
der Wi~kel zweier benachbarter Mante]linien wird demgem~iB durch 
ausgedrtick~, eine Gleichung, die mi~ der Formel (I) des vorigen Ab- 
sclmitCs tibereins~imm~, wenn 
----- -- i log ~, 
r ~ r ~ r O 
gesetz~ wird. Nach ldeiner Rechnung finde~ man: 
x -- 7aq'- + B-, 
Z" '~ A~ ~ + B 
~V~ ao" + B 
Aus den Oleichungen ist unmi~elbar ersichtlich, dab jede alge- 
braische Geodii~ische auf einer Kegelfl~iche algebraisoh rektifizierbar seia 
mu~. Worm man ferner beaeh~et~ daB, wenn ein Kegel dureh eine homogeno 
Gleichung 
F(z ,  v, ~) --  o 
F(~, ~, r -- 0 
darges~e11~ is , auch 
ist, so ha~ man den Satz: 
Die geod~itischen Linien eines Kegels sind bekannt, wean man seine 
MinimaZ?acrven kennt. 
3. Geod~itische Linien auf den Tangentenfl~hea yon Schraubenlinien. 
Da die Hauptnormalen einer Kurve den Binormalen ihrer rektifizierenden 
Graflinie parallel sind, so is~ ftir die vorliegenden Kurvea 
a "~ + b ''2 - -  k~c ''~ ~ O, 
d. h. die Indikatrix der Hauptnormalen ist oin Kreis, mad da 
da ~ + db ~ -- k~dc ~ ~ O, 
so is~ die Indikabrix ihrer Tangen~en eine sph~rische Schraubenlinie; man 
ksnn daher se~zen: 
n+l  n 
a ~ - -  cos  n t  
n+l  n b ~ ~ sin nt 2~+i ~n+i 
c-~ ~+- I  cosT ;  
- -  cos ( .  41)~,  
- -  sin (n+ 1)t ,  
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daraus folgt: 
dw yn(n -t- 1) sin t ~-/----- ~-, 
. 2]/"("'~-1) (1_ )  
a = ~(n+l) cos n+ t, 
b" =2Vn(n+l) sin (n +..;_)t '
2n-~- 1 
- -1  C~t 
(2 ~ .qt_ I) ~ 
Die Formeln (B) ergeben dann: 
n+l  
, n sin (n + 1)t + ~n + 1 sin nt, a ~ 2n-~- I  - - - - '  
b r ~ ~n+~ cos (n-b l ) t - -  n+ 1 ~- --~ cos nt, 
C'-~ 2Vn(n-[ -1)  sin ~.  
t --a) x = (a'--a ctg -~) cp + (2 ~/n(n~)a"  cos-~- 
= + 
t (2 ~) ? 
r 
2n(n-~ 1) cos '  -- t
2 
einen Punk~, 
kegel. Man 
der Form 
n (n-~- 1) Cos ~- sin -~ 
(p' 
~. (,~+ 1) cos' J- 
2 
b 
t t n(n -[- 1) cos -~ sin ~- 
~p 
2n(n-~- 1) cos 'g  
r 
t n(n~- 1) cos -~ sin ~- 
d,  - -  tg y de .  ds~- -d  (p(t) ctg y + n(n+l)  sin g k.c~ -~/ 
Die Kurven sind also immer algebraisch rektifizierbar, wenn 
rationale Funktion yon tg-~ ist. 
Ffir r ~- cons~, reduzier~ 
die abwickelbare 
erh~ilt demgem~iB 
sich die rektifizierende Sehraubealinie auf 
Schraubenfliiche auf einen geraden Kreis- 
die geod~tischen Linien dieser Fl~iche in 
2Vn(n+ 1) z -~p t, s~pctgT"  
(9 n + 1) sin 
rr 
JP 
#g 
cP, 
(p eine gauze 
(9 n + 1) sin -~ (9 n + ~) sin 
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Ein zweiter Sondeffall yon spezieUem Interesse sind die Kurven kon- 
stander Kriimmung, die unter ihnen vorkommen. Es sind dies die ein- 
zigen algebraischen Raumkurven konstanter Krtimmung, die his jetz~ 
bekannt sin&*) 
4. Kurven, deren rektifizierende Ebenen yon einem festen Punkte einen 
kons~nten Abstand besitzen. Diese Kurven, die yon Pirondini**) und 
Schell***) betrachtet sind, kiinnen als die geodiitischen Linien yon ab-. 
wickelbaren Fliichen aufgefaBt werden, deren Gratlinie yon einem Punkte 
iiquidistante Schmiegungsebenen besitzt, also eine geod~i~ische Linie eines 
Kegels ist. 
Ihre Gleichungen folgen aus den Beziehungen 
a 'x  ~- b"y ~ c"z = - -p ,  
a'x § b'y § c'z == --l~w" -- q, 
dw" 
ax  -I- by § cz ~ -t- --~ (pw' § q) 
yon denen die zweite dutch Integration, die dritte durch Differentiation 
aus der definierenden ersten Gleichung hervorgeht. Man erhiilt so 
dw' 
X = (Xw' + q ) a dw 
dw" 
y = (pw'-t- q) b dw 
C dw" 
--- (pw' + q) dw 
- a') - pa ' ,  
- -  - -  b ' )  - -  pb ' ,  
,) ,, 
- - - -C  - - .pC  ~ 
~W r 
s =. (pw' + ~) d-~ -pw.  
. /  
Die Darstellung der Bogenliinge in endlicher Form umgeht die not- 
wendige Quadratur nur scheinbar, da es im allgemeinen icht miiglich 
ist, Kriimmungs- und Schmieguugswinkel gleichzeit!g mit dem Richtungs- 
kosinus der Tangente rplizit zu verbinden. 
*) E. Salkowski ,  Zur Transformation yon Raumkurven. Math. Ann. Bd. 66, 
S. 517- -547 .  
**) G. P i rond in i ,  Sulle linee a doppia curvatura. Giornale di Mat. 26, 1886. 
***) W. S ch el 1, Synthetische B handlung einiger Probleme fiber Kurven doppelter 
Kr~Tn~ung. Arch. der Math. u. Phys. (8) 5, 4--9. 
